Jezyki, automaty i obliczenia 


Wykład 2: Automaty skończone 


Sławomir Lasota 


Uniwersytet Warszawski 


4 marca 2015 


z 


e 


AAC 


Zamiast wyrażeń, automaty 


L = (aa + bb + (ab + ba)(aa + bb)*(ab + ba))* 


Automat skończony 


(Niedeterministyczny) automat skończony 
A = (A,Q,1,F,6) 
o A — alfabet 
e Q — skończony zbiór stanów 
e | C Q — stany początkowe 
e F C Q - stany akceptujace 


e ó C Q x Ax Q - relacja przejścia 


trójkę (q, a, q") € ó nazywamy przejściem, albo tranzycją 
zamiast (q, a, q') € 6 możemy pisać q —— q, albo q ——4 q 
Automat jest deterministyczny jeśli 


e 6 jest funkcją Q x A> Q, 


e I zawiera jeden stan, I = {qo}. 


Przyktad: automat niedeterministyczny 


Automat niedeterministyczny: 


start — 


start — 
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= ((0, a, 1), (0, b, 1), (0, a, 2), (0, b, 2), (1, a, 0), (2, b,0)) 


Przyktad: automat deterministyczny 


o A = {ab} 
e L = b*(ab*ab*)* 


Automat deterministyczny: 


o A = {a,b} 

e Q = {0,1} 

oI = F = (0) 

e ó = {(0, 5,0), (1, 5,1), (0, a, 1), (1, a, 0)) 


Rozszerzona relacja przejścia 


Rozszerzamy relację przejścia do relacji ó C Q x A* x Q: 
o ó(q,e, q) 
o jeśli ó(q, w,q)ió(q,a,q') to ö(q. wa, q”) 


q. >q — > q" 


zamiast (q, w, q') € 5 możemy pisać q—— q/ 


Dla automatów deterministycznych: 
Ó: Q x A* — Q. 
Wiec stan po przeczytaniu stowa w jest jednoznacznie wyznaczony przez w: 


ó(qo, w) I = {qo} 


Rozszerzona relacja przejścia 


Stany osiagalne 


{qE Q : 3w € A',qo € I. 5(qo, w, q)) 
(a € Q : Iw € A*, qo € l. qo —— A q) 


dw € A*. | —.4 qi 


Bieg (obliczenie) automatu na słowie w = a1a2... an: 


(qo, a1, 91) (q1, a2, 92) ... (qn-1, An, qn) qo € l 
qo 5 q —24 ga ... qn-1 5 qn 


Bieg jest akceptujący jeśli q, € F. 


Automat deterministyczny ma dokładnie jeden bieg na każdym słowie. 


Automat akceptuje słowo w jeśli ma przynajmniej jeden bieg akceptujący na 
słowie w. 


Jezyk automatu 


Jezyk rozpoznawany przez automat: 


e L(A) = {w € A* : JqEl,q EF. 5(q. w,q')) 
e L(A) E {we A* : 6(/,w,F)) 


e L(A) af {w € A* : A ma bieg akceptujacy na w} 


L(A) = b*(ab*ab*)* 


e L(A,q) =... 


Przyktad 


e automat niedeterministyczny: 


a,b,c a,b,c 


start > 


Przyktad 


L(A) = liczby podzielne przez 3 


e A = {0,1,...,9} 

e Q = {0,1,2} 

e I = {0}, F=(0) 

e ó(q,a) = (q+ a) mod 3 


L(A) = (liczby podzielne przez 3) — fe) 


e Q = (0,1,2, początek) 
o I = {poczatek} 
e ó(poczatek, a) = a mod 3 


Przyktad - szachy 


Automat A: 
o A =wszystkie ruchy w szachach = Abiate © Aczarne 
o Q = (wszystkie ustawienia figur na planszy szachowej) x fbiałe, czarne} 
e | = (ustawienie początkowe, białe) | 


e F = fustawienia szach-mat} 
e ó((u, białe), r) = (u’, czarne) o ile r € Apiałe 


d((u, czarne), r) = (u’, białe) o ile r € Aczarne u = wykonaj(u, r) 


L(A) = wszystkie rozgrywki szachowe zakończone matem 


Determinizacja? 


e Równoważność automatów: 


L(A) = L(A’) 


e Czy dla każdego automatu skończonego istnieje równoważny automat 
deterministyczny? 


Determinizacja 


Twierdzenie 


Dla każdego automatu skończonego istnieje równoważny automat 
deterministyczny. 


Dowód: 
e Q' := P(Q) 
el := {I} 


e F = {XCQ: XnF Z 0 
e ó(X,a) := fq EQ: AGE X. d(q, a, q)) 


Przez indukcje po dtugošci w pokazujemy: 


5 (l,w) = fąEQ: Jq€El.5(q,w,4)) 


Zatem 
w € L(A) = @#(I,w)€ F <= (Iw) n F Z 0 — 
<= 3q € 1,9 € F. ó(q,w, 3) <= w € L(A) 


Przyktad 


e A = {a,b} 
e L = A'aA 
e automat niedeterministyczny: 


a, b 


start > E 


Determinizacja jest wykładnicza 


o A = (a,b) 
e Ln = A*a A"? n>2 


Automat niedeterministyczny: 


a,b 
a a,b a,b a,b a, b 
start — > > > > > 


lle stanów ma automat deterministyczny? 


Determinizacja jest wykładnicza 


lle stanów ma automat deterministyczny? 


Operacje na jezykach: suma, przeciecie 


A, A =œ A’ L(A”) = L(A)UL(A') 
o Q” i Qu Q’ 
o |" = lu! 
ə F” = Fu F 
e ó” := 440 

A, A. o A” L(A”) = L(A) n L(A’) 
o Q” = Qx Q' 
e |" := [xl 


ə F” = Fx F! 
e ó” :— ([((q,q),a,(p,p')) : (q,a,p) € ó, (q,a,p') € y) 


(q.q) —— a (pP) wtw. gdy q—ap i q ow p 


Operacje na językach: dopełnienie 


ZI L(B) = A' — L(A) 


Krok 1: determinizacja 


An A 


Krok 2: zamiana stanów akceptujacych z nieakceptujacymi 
A ^B 
9 Qs :— Qu 
e ls := ly 
e Fg := Qu — Fa 
© ôg := ÓW 


Operacje na jezykach: przeplot 


w@v = {u€ A : 3XCf1...|u|). ulx = w, ul q... uy-x = v) 


las so = {lasso, Isaso, slaso, lasos, Isaos, slaos, Isoas, sloas, solas) 


Le M E U w @ v 


w€L,v€ M 
05 zd L(A") = L(A) © L(A) J 
e Q” = 0x0 
e |" := Ix 


EF =FxF' 


a A p + 
q——Apiqc-p, albo 
(9,9) >." (p.p) wtw.gdy , , i 
q ——a p iq=p 


W następnym odcinku: wyrażenia regularne = automaty skończone 


L = (aa + bb + (ab + ba)(aa + bb)*(ab + ba))* 


